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Abstract: The sum of squares(SOS) and the S-procedure techniques are used to analyze the local robust stabilization
problems for a class of polynomial systems with polytopic uncertainties. By using the SOS technique, the nonlinear control
problems are converted into convex SOS programming ones. And the S-procedure technique guarantees that the result holds
in a restricted region. Moreover, sufficient conditions are given for the robust stability analysis and robust stabilization control
of the systems based on the parameter dependent Lyapunov function. All these solvability conditions are formulated as a
constraint set of state dependent linear matrix inequalities, which can be solved by semidefinite programming relaxations
based on SOS programming. Finally, a numerical example verifies the effectiveness of the proposed method.
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定义 1 [16] 称多变量多项式 𝑝(𝑥1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑥𝑛)≜𝑝(𝑥)
















?̇? = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢. (1)
其中: 𝑥 ∈ 𝑹𝑛, 𝑢 ∈ 𝑹𝑞分别表示系统状态和控制输入;
𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)为关于𝑥的多项式函数. 假设系统 (1)可表
示成类线性系统形式[12]
?̇? = 𝐴(𝑥)𝑍(𝑥) +𝐵(𝑥)𝑢. (2)
其中: 𝐴(𝑥), 𝐵(𝑥)为关于𝑥的多项式矩阵; 𝑍(𝑥)是由
𝑥单项式组成的𝑁 × 1维列向量,且满足以下假设.














?̇? = 𝐴(𝛿, 𝑥)𝑍(𝑥) +𝐵(𝛿, 𝑥)𝑢. (4)
其中: 𝐴𝑖(𝑥), 𝐵𝑖(𝑥)(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘)为适当维数的多项
式矩阵; 𝛿𝑖 ∈ 𝑹(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘)为时不变不确定性.
定义如下集合:
𝛽𝜈 := {𝑥∈𝑹𝑛∣∣𝑥𝑖∣ ⩽ 𝜈𝑖, 𝑥𝑖 ∈ 𝑥,






状态反馈控制器𝑢(𝑥) = 𝐾(𝑥)𝑍(𝑥),使得系统 (4)的平





(𝑥), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁.
令𝐴𝑗(𝑥), 𝐴𝑖,𝑗(𝑥)表示矩阵𝐴(𝑥), 𝐴𝑖(𝑥)的第 𝑗行; 定




𝑖,𝑗1(𝑥), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴T𝑖,𝑗𝑚(𝑥)]
T
,
?̃? = [𝑥𝑗1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑗𝑚 ]T, 𝑗𝑘 ∈ 𝐽, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.
2 鲁棒稳定性分析与状态反馈镇定控制
定理 1 考虑系统 (2), 假设𝑢(𝑥) = 0. 定义
Lyapunov函数𝑉 (𝑥) = 𝑍T(𝑥)𝑃 (𝑥)𝑍(𝑥), 𝑃 (𝑥)为待定
的正定多项式矩阵,则以下条件是等价的:
1) 存在正定多项式矩阵𝑃 (𝑥)及多项式矩阵
𝑇 (𝑥),使得 ?̇?𝑇1(𝑥) < 0, ?̇?𝑇2(𝑥) ⩽ 0;





























如果条件 2)成立,即存在𝑃 (𝑥) > 0,使得
𝑍T(𝑥)
[







𝑍(𝑥) < 0, (7)
则对于条件 1),一定存在
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使得






(𝑥)(𝐴𝑗(𝑥)𝑍(𝑥)) + 𝜀𝐼 , 其中
𝜀为充分小的正数,则可得
?̇?𝑇1(𝑥) = ?̇? (𝑥) + 𝜀𝐼 < 0, ?̇?𝑇2(𝑥) = −𝜀𝐼 < 0.
因此,条件 2)⇒条件 1)成立. 2
注 1 定理 1给出了 ?̇? (𝑥) < 0的一个等价条件,
解决了 ?̇? (𝑥)中同时处理𝑃 (𝑥)和 ∂𝑃 (𝑥)/∂𝑥带来的潜
在困难. 由证明可知, 条件 1) ?̇?𝑇1(𝑥) < 0, ?̇?𝑇2(𝑥) ⩽
0亦可替换成 ?̇?𝑇1(𝑥) < 0, ?̇?𝑇2(𝑥) < 0. 基于SOS技术
便于求解半定约束条件,故采用条件 1).
2.1 鲁棒稳定性分析
引理 2 (S-procedure)[20] 对于𝜎1(𝑦) = 𝑦T𝑄1𝑦 ⩾
0,假定存在一个 𝑦 ∈ 𝑹𝑚,使得𝜎1(𝑦) > 0,则以下两个
条件是等价的:
1) 对于使得𝜎1(𝑦) ⩾ 0的所有非零 𝑦 ∈ 𝑹𝑚,
𝑦T𝑄0𝑦 > 0;
2)存在 𝜏 ⩾ 0,使得𝑄0 − 𝜏𝑄1 > 0.
定理 2 考虑系统 (2),假设𝑢(𝑥) = 0,如果存在
多项式矩阵𝑃 (𝑥),𝑇 (𝑥),𝑋(𝑥), SOS多项式 𝑠(𝑥) > 0及
标量 𝜏 > 0, 𝜀1 > 0, 𝜀2 > 0, 𝜋ℓ > 0，𝑟ℓ > 0, 𝜎ℓ > 0,
𝜈ℓ > 0 (ℓ = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛),使得







ℓ − 𝑥2ℓ)𝜁ℓ, (8)







ℓ − 𝑥2ℓ)𝜍ℓ, (9)







ℓ − 𝑥2ℓ)𝜂ℓ (10)
是SOS,则系统平衡状态𝑥 = 0在𝑥 ∈ 𝛽𝜈内渐近稳定.
其中
Ξ𝑇1𝑠(𝑥) = Ξ𝑇1(𝑥) + 𝑠(𝑥)𝐼;
Ξ𝑇2(𝑥) =
⎡⎢⎣−𝑍
T(𝑥)𝑇 (𝑥)𝑍(𝑥) ∗ ∗
𝜑T(𝑥) −2𝜀2𝐼 ∗


















𝜉, 𝜉1, 𝜉2为适当维数的任意列向量; 𝜁ℓ, 𝜍ℓ, 𝜂ℓ分别表
示 𝜉, 𝜉1, 𝜉2中的元素,即 𝜁ℓ ∈ 𝜉, 𝜍ℓ ∈ 𝜉1, 𝜂ℓ ∈ 𝜉2.
证明 考虑如下形式的Lyapunov函数:
𝑉 (𝑥) = 𝑍T(𝑥)𝑃 (𝑥)𝑍(𝑥). (11)
由定理 1知, 如果 ?̇?𝑇1(𝑥) < 0, ?̇?𝑇2(𝑥) ⩽ 0成立,
则 ?̇? (𝑥) < 0. 其中 ?̇?𝑇1(𝑥), ?̇?𝑇2(𝑥)的定义同定理 1.
下面将证明式 (9)和 (10)是 SOS, 分别保证当状
态满足𝑥 ∈ 𝛽𝜈时, ?̇?𝑇1(𝑥) < 0和 ?̇?𝑇2(𝑥) ⩽ 0.
1)式 (9)是 SOS⇒ ?̇?𝑇1(𝑥) < 0, 𝑥 ∈ 𝛽𝜈 .
考虑如下多项式矩阵:
𝑭 (𝑝, 𝑥) :=
𝜀1𝐴
T(𝑥)𝑀T(𝑥)𝑃 (𝑥) + 𝜀1𝑃 (𝑥)𝑀(𝑥)𝐴(𝑥)+




其中 0 < 𝜀1 ≪ 1. 显然, 𝑭 (𝑝, 𝑥)<0保证了 ?̇?𝑇1(𝑥)<0.
应用 Schur补引理,则𝑭 (𝑝, 𝑥) < 0等价于[
−𝑃−1(𝑥) 𝐼 + 𝜀1𝐴T(𝑥)𝑀T(𝑥)




Φ(𝑥) := (𝑋T(𝑥)− 𝑃 (𝑥))𝑃−1(𝑥)(𝑋(𝑥)− 𝑃 (𝑥)),
其中𝑋(𝑥)为适当维数的多项式矩阵. 由Φ(𝑥) ⩾ 0知
−𝑋(𝑥)−𝑋T(𝑥) + 𝑃 (𝑥) ⩾ −𝑋T(𝑥)𝑃−1(𝑥)𝑋(𝑥).
(14)
对式 (13)左乘 diag(𝑋T(𝑥), 𝐼)右乘 diag(𝑋(𝑥), 𝐼),
结合式 (14)结论可得: 如果
Ξ𝑇1𝑠(𝑥) ⩽ 0, (15)
则式 (13)成立. 考虑多项式
𝑯𝑑(𝑝, 𝜉1, 𝜍, 𝑥) := −𝜉T1 Ξ𝑇1𝑠(𝑥)𝜉1 − 𝜍TΠ (𝑥)𝜍, (16)
则式 (16)等价于








其中: Π :=diag(𝑟1𝜈21−𝑟1𝑥21, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟𝑛𝜈2𝑛−𝑟𝑛𝑥2𝑛); 𝜍 ∈ 𝑹𝑛,
且 𝜍中的元素属于 𝜉1,即 𝜍ℓ ∈ 𝜍 , 𝜍ℓ ∈ 𝜉1.
由引理 1,若𝑯𝑑(𝑝, 𝜉1, 𝜍, 𝑥)是 SOS,则可分解为





TΩℓ𝑞 ⩾ 0. (17)
其中: 𝑞表示由变量 𝜉1ℓ, 𝜍ℓ, 𝑥ℓ构成的适当的单项式向
量; Ω0, Ωℓ表示适当维数的常数矩阵; 𝜉1ℓ, 𝜍ℓ分别表示





𝑟ℓΩℓ ⩾ 0, 𝑟ℓ ⩾ 0. (18)
结合引理 2,可知𝑯𝑑(𝑝, 𝜉1, 𝜍, 𝑥) ⩾ 0,保证了当𝑥
∈ 𝛽𝜈时, −𝜉T1 Ξ𝑇1𝑠(𝑥)𝜉1⩾0,即式 (9)是 SOS,则 ?̇?𝑇1(𝑥)
< 0, 𝑥 ∈ 𝛽𝜈 .
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则有
?̇?𝑇2(𝑥) = − 𝑍T(𝑥)𝑇 (𝑥)𝑍(𝑥) + 𝜑(𝑥)𝐴(𝑥)𝑍(𝑥) ⩽






结合Schur补引理及 1)的推导可知, 式 (10)是
SOS,保证了 ?̇?𝑇2(𝑥) ⩽ 0, 𝑥 ∈ 𝛽𝜈 .
综上,式 (9)和 (10)是 SOS,分别保证了 ?̇?𝑇1(𝑥)<
0, ?̇?𝑇2(𝑥) ⩽ 0, 𝑥 ∈ 𝛽𝜈 ,即 ?̇? (𝑥) < 0, 𝑥 ∈ 𝛽𝜈 . 结合条件
(8)可得系统是渐近稳定的. 2
注 2 在式 (12)中通过引入一个充分小的量𝜎









定理 3 考虑系统 (4), 假设𝑢(𝑥) = 0, 如果存
在多项式矩阵𝑃𝑖(𝑥),𝑇𝑖(𝑥),𝑋(𝑥), SOS多项式 𝑠𝑖(𝑥) >
0及标量 𝜏𝑖 > 0, 𝜀1 > 0, 𝜀2 > 0,𝜋ℓ > 0, 𝑟ℓ > 0,𝜎ℓ >


























是SOS,则系统平衡状态𝑥 = 0在𝑥 ∈ 𝛽𝜈内渐近稳定.
其中




𝜑T𝑖 (𝑥) −2𝜀2𝐼 ∗
























𝑍T(𝑥)𝑃 (𝛿, 𝑥)𝑍(𝑥). (23)
经计算,可得
?̇? (𝛿, 𝑥) =𝑍T(𝑥)
[
𝐴T(𝛿, 𝑥)𝑀T(𝑥)𝑃 (𝛿, 𝑥)+








引入矩阵𝑇 (𝛿, 𝑥),则 ?̇? (𝛿, 𝑥) < 0等价于
?̇?𝑇1(𝛿, 𝑥) < 0, ?̇?𝑇2(𝛿, 𝑥) ⩽ 0. (24)
其中 ?̇?𝑇1(𝛿, 𝑥), ?̇?𝑇2(𝛿, 𝑥)的定义同 ?̇?𝑇1(𝑥), ?̇?𝑇2(𝑥).
结合定理 2的推导可得出以下结论:
Ψ1(𝑥) := 𝜉







ℓ − 𝑥2ℓ)𝜁ℓ ⩾ 0⇒
𝑉 (𝛿, 𝑥) > 0, 𝑥 ∈ 𝛽𝜈 , 𝑥 ∕= 0; (25)







ℓ − 𝑥2ℓ)𝜍ℓ ⩾ 0⇒
?̇?𝑇1(𝛿, 𝑥) < 0, 𝑥 ∈ 𝛽𝜈 ; (26)







ℓ − 𝑥2ℓ)𝜂ℓ ⩾ 0⇒
?̇?𝑇2(𝛿, 𝑥) ⩽ 0, 𝑥 ∈ 𝛽𝜈 . (27)
其中:定理 2的推导中将 𝜏 ,𝐴(𝑥),𝑃 (𝑥), 𝑠(𝑥)和𝑇 (𝑥)分
别用 𝜏(𝛿),𝐴(𝛿, 𝑥),𝑃 (𝛿, 𝑥), 𝑠(𝛿, 𝑥)和𝑇 (𝛿, 𝑥)代替,可得
Ξ𝑇1𝑠,𝛿(𝛿, 𝑥)和Ξ𝑇2,𝛿(𝛿, 𝑥), 𝜏(𝛿), 𝑠(𝛿, 𝑥),𝑇 (𝛿, 𝑥)定义同
𝑃 (𝛿, 𝑥).
Ψ1(𝑥),Ψ2(𝑥),Ψ3(𝑥)关于不确定参数 𝛿是凸的,
因此Ψ1,𝑖(𝑥),Ψ2,𝑖(𝑥),Ψ3,𝑖(𝑥)(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘)是 SOS,
保证了Ψ1(𝑥) ⩾ 0, Ψ2(𝑥) ⩾ 0, Ψ3(𝑥) ⩾ 0,进而可得当
𝑥 ∈ 𝛽𝜈时, 𝑉 (𝛿, 𝑥) > 0, ?̇? (𝛿, 𝑥) < 0,即当状态满足𝑥 ∈
𝛽𝜈时,系统 (4)是渐近稳定的. 2






定理 4 考虑系统 (4), 如果存在多项式矩阵
𝑃𝑖(?̃?), 𝑇𝑖(𝑥),𝑋(𝑥),𝑌 (𝑥), SOS多项式 𝑠𝑖(𝑥) > 0及标量
𝜏𝑖 > 0, 𝜀1 > 0, 𝜀2 > 0,𝜋ℓ > 0, 𝑟ℓ > 0,𝜎ℓ > 0, 𝑣ℓ >
0 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘, ℓ = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛),使得








ℓ − 𝑥2ℓ)𝜁ℓ, (28)







ℓ − 𝑥2ℓ)𝜍ℓ, (29)







ℓ − 𝑥2ℓ)𝜂ℓ (30)
是SOS,则闭环系统的局部鲁棒镇定问题可解,且状
态反馈控制律𝑢(𝑥) = 𝑌 (𝑥)𝑋−1(𝑥)𝑍(𝑥)保证了当状
态满足𝑥 ∈ 𝛽𝜈时,闭环系统渐近稳定. 其中

























证明 系统 (4)与状态反馈𝑢 = 𝐾(𝑥)𝑍(𝑥)构成
的闭环系统为







𝑍T(𝑥)𝑃 (𝛿, ?̃?)𝑍(𝑥). (32)
结合定理 3的证明, 在推导过程中将𝑃 (𝛿, 𝑥),
𝐴(𝛿, 𝑥)分别用𝑃 (𝛿, ?̃?), 𝐴(𝛿, 𝑥) + 𝐵(𝛿, 𝑥)𝐾(𝑥)替代,并
令𝑌 (𝑥) = 𝐾(𝑥)𝑋(𝑥)可得定理 4结论.
由式 (29)是SOS保证了𝑃𝑖(?̃?)−𝑋(𝑥)−𝑋T(𝑥) <
0, 即𝑃𝑖(?̃?) < 𝑋(𝑥) + 𝑋T(𝑥), 所以𝑋(𝑥)为非奇异矩
阵,进而可得𝐾(𝑥) = 𝑌 (𝑥)𝑋−1(𝑥). 2








由𝑃 (?̃?)的引入以及前文的定义知𝐵𝑗(𝑥) = 0, 𝑗 ∈ 𝐽 ,
使得Θ(𝑥) = 0,有效简化了问题的复杂性.
注 5 定理 2和定理 3中Lyapunov函数亦可设
计成𝑉 (𝑥) = 𝑍T(𝑥)𝑃 (?̃?)𝑍(𝑥), 所得的结论形式上与





















其中𝛼为系统的不确定参数,满足 0.5 ⩽ 𝛼 ⩽ 1.5.
系统 (33)可表示为基于式 (4)的多面体系统. 其
中 𝑘 = 2, 𝐴1(𝑥) = 𝐴2(𝑥) = 𝐴(𝑥), 𝐵1(𝑥) = [0 0.5]
T,
𝐵2(𝑥) = [0 1.5]
T.
假设系统的状态属于集合 𝛽𝜈 ,其中𝛽𝜈中参数为














定义Lyapunov函数𝑉 (𝑥) = 𝑍T(𝑥)𝑃 (?̃?)𝑍(𝑥), 其
中 ?̃?=𝑥1. 构造𝑃𝑖(?̃?)和𝑇𝑖(𝑥), 𝑋(𝑥), 𝑌 (𝑥)分别为 ?̃?和
𝑥的 2次多项式矩阵, 取 𝜏1 = 𝜏2 = 0.001, 𝜀1 = 0.000 1,
𝜀2 = 0.1, 𝑠1(𝑥) = 𝑠2(𝑥) = 0.000 01, 𝜋1 = 𝜋2 = 0.01,
𝑟1 = 𝑟2 = 0.000 1, 𝜂1 = 𝜂2 = 0.000 1,利用定理 4结论,
可得闭环系统局部稳定的状态反馈控制器
𝑢(𝑥) =




𝑎(𝑥) = − 0.84𝑥21 − 7.4𝑥1𝑥2 − 0.74𝑥22−
3.9𝑥1 − 0.55𝑥2 − 7.7,
𝑏(𝑥) = 2.8× 10−4𝑥21 + 2× 10−4𝑥22+
5× 10−5𝑥1 − 8× 10−6𝑥2 + 5.7,
𝑐(𝑥) = 2.7𝑥21 + 0.1𝑥1𝑥2 + 𝑥
2
2−
0.15𝑥1 − 0.065𝑥2 − 18.4,
𝑑(𝑥) = 4× 10−5𝑥21 − 1× 10−4𝑥1𝑥2+
0.001𝑥1 + 1× 10−4𝑥2 − 0.9,
𝑒(𝑥) = 6× 10−4𝑥21 + 0.001𝑥22−
5× 10−4𝑥1 + 1× 10−3𝑥2 + 5.3,
𝑔(𝑥) = − 2.86× 10−4𝑥1 + 5.5× 10−3𝑥2−
2.3× 10−4𝑥1𝑥2 + 29.6+
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5.3× 10−7𝑥21𝑥2 + 5× 10−3𝑥21+
7.5× 10−3𝑥22 + 2× 10−7𝑥42+
1.5× 10−7𝑥32 − 2.1× 10−7𝑥31+
1.7× 10−7𝑥41 + 4× 10−7𝑥22𝑥21.
此时,多面体不确定系统 (33)可表示为
?̇? = 𝐴(𝑥)𝑍(𝑥) + (𝛿𝐵1(𝑥) + (1− 𝛿)𝐵2(𝑥))𝑢(𝑥). (34)
其中 𝛿 ∈ 𝑹, 𝛿 ∈ [0, 1]. 不妨设 𝛿 = rand(),其中, rand()
表示Matlab产生的 0和 1之间的随机数. 仿真结果如
图 2所示,结果表明状态反馈控制器𝑢(𝑥)保证了闭环
系统 (34)在𝑥 ∈ 𝛽𝜈内的稳定性, 且状态轨迹收敛到
零,即闭环系统是渐近稳定的.
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